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Die Benford-Verteilung
Anwendung auf reale Daten der Marktforschung

1 Wahrscheinlichkeitsraum

Die Mantissenfunktion M, zur Basis b € IN \ {1} ordnet jeder Zahl x € R™ ihre
Mantisse M,(z) = my € [1,b) zu. DY (x) ist die n-te signifikante Ziffer von z zur
Basis b.

(R, M,, P) ist der Wahrscheinlichkeitsraum mit Grundraum R*, Mantissen-o-
Algebra M, und Benford-Wahrscheinlichkeit P.

Definition 1 (Mantissen-o-Algebra)

Die von der Menge der Funktionen der signifikanten Ziffern {D,(Zb)}ne]N auf R*
erzeugte o-Algebra M, = {Uoo B - b° fiir alle Borelmengen B C |1, b)} heifst

E=—00

Mantissen-o-Algebra zur Basis b.

Definition 2 (Benford-Verteilungsfunktion)
Die Verteilungsfunktion P(My(x) < mp) = logy(my) fiir alle my € [1,b) heifit
Benford-Verteilungsfunktion zur Basis b.

Satz 1 (Benford-Wahrscheinlichkeit)

Die Benford-Wahrscheinlichkeit P ist gegeben durch die gemeinsame Vertei-
lung der n ersten signifikanten Ziffern (n € N) mit d; € {1,2,...,0 — 1} und
d;j€{0,1,2,..,b—1} firj=2,...,n

P(DY =di,...DY =d,) =P(( (DY =d;}) = logb<1 + n—>
i=1 d; - b=

2 Spezialfdille von Benfords Gesetz

Satz 2 (Gesetz der ersten Ziffern)
Die Wahrscheinlichkeiten der ersten signifikanten Ziffer ng) ist gegeben durch

- 1
P(ng) =dy) = logb<1 + d—l>, wobei dy = 1,2,...,b — 1 ist.
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Satz 3 (Gesetz der n-ten Ziffern)
Die Wahrscheinlichkeiten der n-ten signifikanten Ziffer DY (n e N\ {1}) lauten

bnl-1
- |
P(DY — d,) ; logy (1 + m) wobei d,, € {0,1,...,b— 1} ist.

3 Strukturelle Eigenschaften der Benford-Verteilung

3.1 Skaleninvarianz

Definition 3 (Skaleninvarianz)
Ein Wahrscheinlichkeitsmaff P auf (RT, My), fir das P(S) = P(aS) fir alle o €
R* und alle S € My gilt, heifit skaleninvariant.

Satz 4 (Skaleninvarianz impliziert Benfords Gesetz )
Die Benford-Wahrscheinlichkeit P ist das einzige skaleninvariante Wahrscheinlich-
keitsmafs auf (R*, My). Ein Wahrscheinlichkeitsmafs P auf (R, My) ist also genau

dann skaleninvariant, wenn P die Benford-Wahrscheinlichkeit P ist.

3.2 Baseninvarianz

Definition 4 (Baseninvarianz)
Ein Wahrscheinlichkeitsmafl P auf (R*, M), fiir das P(S) = P(SY™) fiir alle
n € N* und alle S € M, gilt, heifit baseninvariant.

Satz 5

P ist das einzige baseninvariante, atomlose Wahrscheinlichkeitsmafl auf (R, M,).

4 Grenzwertsatz fiir signifikante Ziffern

"*Werden Wahrscheinlichkeitsverteilungen zuféllig gew#hlt und aus jeder dieser Ver-
teilungen zufillig eine Stichprobe gezogen, dann konvergieren die Haufigkeiten der
signifikanten Ziffern der gemeinsamen Stichprobe unter relativ schwachen Bedingun-
gen gegen die Benford-Verteilung.”

Definition 5 (zufilliges Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf)
Sei (0, F,P) ein Wahrscheinlichkeitsraum, Pg die Menge aller Borel-Wahrschein-
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lichkeitsmafe auf dem Borel-Raum (R, B) und P) € Py ein Borel-Wahrscheinlich-
keitsmafs. Eine Abbildung

M: (Q,F,P)— Pg
w — M(w) = P®

fiir die gilt, dass M(-)(B) = PY)(B) eine Zufallsvariable fiir jede Borelmenge B C R
ist, heifst zufialliges Borel-Wahrscheinlichkeitsmaf3.

Definition 6 (erwartetes Wahrscheinlichkeitsmaf})

Sei E(+) der Erwartungswert beziiglich P auf dem zugrundeliegenden Wahrschein-
lichkeitsraum (2, F,P). Das Wahrscheinlichkeitsmafl EM, fir das gilt

(EM)(B) = E(M(-)(B)) fiir alle Borelmengen B C R,

heifst erwartetes Wahrscheinlichkeitsmafl des zufdlligen Wahrscheinlichkeits-
mafes M.

Definition 7 (Folge von M-zufilligen k-Stichproben)

Sei M ein zufdlliges Wahrscheinlichkeitsmaj$, My, My, M3, ... eine beliebige i.i.d. Fol-
ge von zufdlligen Wahrscheinlichkeitsmafien mit der gleichen Verteilung wie M, also
M;(+) L M(-) Vi, und k € Nt fest. Eine Folge von Zufallsvariablen Xy, X, ... auf
(Q, F,P) heifit Folge von M-zufilligen k-Stichproben, wenn folgendes gilt:

(1) Unter der Bedingung, dass fir die j-te Teilstichprobe M;(w) = P;w) als Ver-
teilung realisiert wurde, sind die Zufallsvariablen X 1)1, ..., Xjp t.0.d. mit
Verteilungsfunktion P;w) fur alle j =1,2,....

(ii) Die X(j_1)kt1,-.., Xji der j-ten Teilstichprobe sind fir alle j = 1,2,..., alle
[ # j und alle B C R von {IM;(-)(B), X(-1)k+1, ---» X} unabhdngig.

Definition 8 (skalenneutrale Mantissenhiufigkeit)

#{---} bezeichne die Anzahl von Elementen einer Menge {---}. Eine Folge von
Zufallsvariablen X1, Xs, ... hat eine skalenneutrale Mantissenhéufigkeit,wenn
fiir alle « > 0 und alle S € M gilt

‘#{’lZSn/\Xle;S}—#{ZZSn/\XlGOéSH
n

— 0 fast sicher.
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Definition 9 (basenneutrale Mantissenhiufigkeit)
FEine Folge von Zufallsvariablen X, Xs,... hat eine basenneutrale Mantissen-
haufigkeit, wenn fir alle m € N und S € M gilt

|#{i:i§n/\XiES}—#{i:ign/\XiES%|
n

— 0 fast sicher.

Definition 10 (Skalenunverzerrtheit)

FEin zufilliges WahrscheinlichkeitsmafS M, dessen erwartetes Wahrscheinlichkeits-
mafs EM skaleninvariant auf (R*, My) ist, fir das also gilt, dass EM(S) = EM(a.S)
fir a > 0 und fiir alle S € M,, heifit skalenunverzerrt.

Definition 11 (Basenunverzerrtheit)

Fin zufdlliges Wahrscheinlichkeitsmafs M, dessen erwartetes Wahrscheinlichkeits-
maf EM baseninvariant auf (R*, M) ist, fiir das also gilt, dass EM(S) = EM(SY/™),
fiir alle n € NT und fir alle S € M, heifst basenunverzerrt.

Satz 6 (Grenzwertsatz fiir signifikante Ziffern)
Sei M ein zufilliges Wahrscheinlichkeitsmaf auf (RT, M) und t = (J°__[1,t) -

b¢ € My, die Menge der positiven Zahlen mit Mantisse in [1,t). Die folg;ég;z Aus-
sagen sind dquivalent:
(i) M ist skalenunverzerrt.
(11) M ist basenunverzerrt und EM ist atomlos.
(i4i) E[M(-)(t)] = log,t fiir alle t € [1,D)].
() Jede M-zufillige k-Stichprobe hat eine skalenneutrale Mantissenhdufigkeit.

(v) Jede M-zufillige k-Stichprobe hat eine basenneutrale Mantissenhdufigkeit und
EM st atomlos.

(vi) Fiir jede M-zufillige k-Stichprobe Xy, Xs, ... gilt

— log, t fast sicher fir alle t € [1,D).



